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Introducc




Interpolacién vs. aproximacion o ajuste. e

y ® Datos conocidos
- -- Funcién aproximada

— Interpolacion

En general,

la aproximacién o ajuste busca predecir una tendencia o el
comportamiento de unos datos de acuerdo con un modelo establecido;

la interpolacion que la funciéon, o funciones, a que de lugar incluya todos los
datos conocidos, habitualmente buenos.



>,
La interpolacidn tiene como objeto la obtencién de nuevos puntos de una -
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sucesion o conjunto de ellos que obedece a algln patrén determinado.

Por lo general busca obtener una funcién que se verifique en todos los puntos
conocidos y que permita calcular tantos nuevos como se desee.

Por ejemplo, encontrar el valor de y para un x cualquiera en un experimento en
el que se han obtenido un conjunto de puntos (x, y).

® Datos conocidos
‘

La interpolacién se puede ver como lo inverso de la evalua-
® cién de una funcién, en la que se pide un valor de y para
cada valor dado de x. En la interpolacién, dados esos puntos

~_| ¢Cual es el valor de

; y“tq“e;"”eSP"”d“ y, calcular la funcién que pueda generarlos.
° i este x7
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La aproximacion busca una funcién que de resultados tan cercanos como sea
posible a los de otra, o a un conjunto de datos, no necesariamente “pasando”
por, o cumpliéndose para todos ellos.

También, aproximar una funcién a otra para evitar tener que evaluar su
“complicada” expresion; por ejemplo la de la distribuciéon normal estandar,

1
N(x) — \/E\/‘ e—y2/2 dy

En muchos casos, obtener loa parametros de una funcién tedrica preestablecida
que mejor se ajusta a puntos empiricos (ajustes por minimos cuadrados).

También, poder derivar o integrar valores dados en forma de tabla, hacer pasar
por datos discretos, o cerca de ellos, funciones continuas y derivables, . ..



R
Interpolacién numeérica {?ﬁ"

Para obtener una funcién de interpolacién, f(x), un primer enfoque consiste en
obtenerla mediante una combinacién lineal de un conjunto de funciones
estandar o funciones base.

Si se considera un conjunto de 7 funciones base, ¢;, j = 1,...,n, se pretende
que

()= ci¢;(x).
j=1

Las funciones base pueden ser diversas:
« Polinomios, polinomios por trozos o porciones
« Funciones racionales

o Funciones trigonométricas, . . .



&
El proceso de interpolar lo desencadena un muestreo de un modelo o de un s
experimento del que se obtienen m datos a los que se quiere hacer corresponder

una funcién que se cumpla en esos datos.

Por experiencia, intuicion o inteligencia operativa se escogen n funciones base
¢; para combinarlas y, mediante un proceso algebraico que desmenuzaremos, se
llega a un sistema de ecuaciones lineales de la forma

n

ch¢j(Xi) = f(X,’), | = 1,...,m.

j=1

Este sistema:

e Sim > n lo normal es que sea incompatible y habria que resolverlo
mediante técnicas de minimos cuadrados.

e Sim < n tendrda muchas soluciones.

« Sim = n se puede determinar una tnica solucién.



Comprobar, ejecutar y analizar qué se hace en Interpolacion_ejel.m

% Interpolacion_ejel.m

xdat = [1 5 10 30 50];
ydat = log(xdat);
plot(xdat,ydat, ’0’)
hold on

pause

p = polyfit(xdat,ydat,2)
xvet=1:0.1:50;
plot(xvet,polyval(p,xvet))
hold on

pause

p = polyfit(xdat,ydat,4)
plot(xvet,polyval(p,xvet))

% grado 2

% grado 4

>> Interpolacion_ejel
p =
-0.0022
p =
-0.0000

0.1802 0.3544

0.0017

-0.0529 0.

6705 -0.6192

0 5 10 15 20 25 30

35 40 45 50

S,
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Interpolacion polinébmica o
Teorema Principal de la interpolacién polinémica Sean (x1, y1), (X2, ¥2), - .., (Xn, ¥»)
n duplas de puntos con distintas x;. Existe un polinomio, y sélo uno, P, de gradon —1, o
menor, que satisface P(x;) = y;, i = 1,...,n.

La polindmica es la forma mas extendida de interpolacién. En la expresion

Y g = f(x)., i=1...n,
j=1

como funciones base se escogen monomios ¢; (x) = x/~".

Da lugar a p,_1(x) = ¢ + c2x + c3x2 4+ -+ + ¢,x" " siendo los ¢; la solucién
n 3 n i
xp o X7 e S (x1)
. . n—1
del sistema lineal de Vandermonde Ae= |1 X =+ X ¢ | = | f(x2)

1 x, - x71] Len f(xn)
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Ejemplo Consideremos los precios de gas natural que siguen:

Afio | x|2007 2008 2009 2010 2011 2012
Precio| y | 133,5 132,2 1387 141,5 137,6 144,

year=[2007 2008 2009 2010 2011 2012]°;
precio=[133.5 132.2 138.7 141.5 137.6 144.2]°;
M = vander (year) ;

a = M\precio;

x=linspace(min(year) ,max(year));
p=polyval(a,x);

plot(year,precio ,’0’,x,p,’-’);




Copiar y pegar en Matlab. Luego usar Interpolacion_eje2. @
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% Interpolacion_eje2

year=[2007 2008 2009 2010 2011 2012]’;
precio=[133.5 132.2 138.7 141.5 137.6 144.2]°;
M = vander(year) ;

a = M\precio;

x=linspace(min(year) ,max(year));
p=polyval(a,x);

plot(year,precio ,’0’,x,p,’-’);

hold on

pause >> Interpolacion_eje2

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

x1 = 2007:1:2012; Results may be inaccurate. RCOND = 7.482181e-033.
y = interpl(year,precio,x1,’linear’); > In Interpolacion_eje2 at 4
plot(year,precio,’o’,x1,y,’-?)
hold on

146

pause

year-mean (year) ;

A vander (ys) ;

a A\precio;

ds = x - mean(year);

P polyval(a,ds);
plot(year,precio,’o’,x,p,’-");

ys

128 I I I I I I
2006  2006.5 2007 2007.5 2008 2008.5 2009 2009.5 2010 20105 2011
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Joseph-Louis Lagrange, Turin, 1736-Paris,

Polinomios de Lagrange 1813

» Dados dos puntos (x1, y1) y (X2, y2), el polinomio lineal que los interpola es
pl('x) = (] + CrX,

siendo
_V1X2 — )2 X =N
C1 = y €)= —".
X2 — X1 X2 — X|

Sustituyendo estas expresiones en la de p;(x) y reordenando ésta se tiene que
X — X2 X — X1

P1(x) = yi———+ yo——— = yili(x) + yrellr(x).
X1 — X2 X2 — X1

o L1y £, son los polinomios de interpolacion de Lagrange de primer orden.



En general, para un conjunto de datos (x;, y;), i = 1,.

de Lagrange en el cuerpo P,_; son

n

[ [(x—x)

S,
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.., n, las funciones base

Cada una de las funciones £;(x) son polinomios de grado n — 1 y cumplen que

1 sii=j

gj(xi):&'j: 0 sii;éj’

i,j=1,...,n.
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L 2Funciones base de Lagrange para x=[0.00, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00]

Con esta base, la matriz A que veiamos antes para elaborar la interpolacion ya
no es de Vandermonde sino I y el polinomio de interpolacion

pn—l(x) — )’151()6) + )7252(?6) Tt ynzn(x)'
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Codigo de Matlab para obtener la interpolacion de unos puntos con
polinomios de Lagrange.

function [1,L]=lagrang_int(x,y)
% Calcula el polinomio de interpolacién de Lagrange
% X e y vectores de datos, 1 coeficientes polinomio resultante
% L polinomio base
i =langBaGo-ip g % do_Lagrange_int.m
08 LR x=10[-2-112]; y=[-6 0 0 6];
izi‘;k_l'l\ﬁ-l 1= lagrang_int(x,y);
if k™=m, P=conv(P,poly(x(k)))/(x(m)-x(k)); end ;TOt(ix?§§;?i;?i:y¥¥o,)polyval(l,xx),
end
L(m, :)=P; % Polinomios de Lagrange base
1=1+y(m)*P; % Coeficientes el polinomio resultante
end
end
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El resultado de ejecutar >>do_Lagrange_int es el de la figura.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2



Volvamos sobre el problema de los precios del gas natural.

% do_Lagrange_int_gas_1.m
year = [2007 2008 2009 2010 2011 2012]’;
precio= [133.5 132.2 138.7 141.5 137.6 144.2]’;

ys = year-mean(year) ;

1 = lagrang_int(ys,precio)

X = linspace(min(year) ,max(year),200) ;
ds = x - mean(year);

p=polyval(l,ds); plot(year,precio ,’0’,x,p,’-’);

145

140

135

130

2007 2008 2009 2010 2011

2012
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Polinomios de Newton

El polinomio de interpolacién de Newton tiene la forma

Pn—1(x) = di + do(x —x1) + d3(x — x1)(x — x2)+
vt dp (X = x) (X = x2) - (X = Xp21).

Las funciones base son
nj(x)zl_[(x—xk), j=1,...,n.

El polinomio de interpolacién p,,_i(x) = dym(x) + dymo(x) + -+ - + dym,(x).

El que p(x;) = f(x;) hace que Y i djm;(x;) = f(x;),i = 1,...,n lo que
lleva a un sistema de ecuaciones lineales de los d;. Para i < j, 7;(x;) = 0, por
lo que la matriz A es triangular inferior, con a;; = 7;(x;).
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En la figura se ven las funciones base para x = [0 0,50 1,00 1,50 2]”.
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Funciones base de Newton para x=[0.00, 0.50, 1.00, 1.50, 2.00]
3 T T T T T T T T T

2.5

15

Newk(x)
\

T
0.5r ) T3 Ty T5
0 -
_O: 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.2 14 1.6 1.8 2



Ejemplo Calculemos el polinomio de interpolacion de Newton para los punto¥=

El sistema que hay que resolver es

1 0 0 d1 Vi
1 x,—x 0 d| = | »
I x3—x1 (x3—x1)(x3—x2) | |Ld3 V3
Sustituyendo
1 00 dq —27
120 d, | = -1,
1 33 d; 0

cuya solucion es d = [-27 13 —4]". El polinomio es pues

p(x) = =27+ 13(x +2) —4(x + 2)x.
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El calculo polinomio de interpolacion de Newton se puede optimizar usando las

diferencias divididas.

Volviendo a la expresion matricial general anterior para un polinomio de segundo

grado,
1 0 0 Ci V1
1 x»— xq 0 = |2,
1 x3—x1 (—x)(x3—x2) | [c3 V3

si se sustrae de la segunda fila la primera, y de la tercera también la primera, se

tiene
1 0 0 C1 V1

0 X2 — X1 O Cy = Yo — Vi
0 x3—x1 (x3—x1)(x3—x2) ] [c3 Y3— Y1
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Si se divide la segunda fila por (x, — x1) y la tercera por (x3 — x1) se llega a

V1
o 0 ¢1 Y2 = )i
0 1 X3 — X2 C3 V3 — i
| X3 — X1 _

De la segunda fila se obtiene que ¢; = (v2 — y1)/(x2 — x1).

Se introducen ahora las diferencias divididas de primer orden

Y2 = )i Y3 — )i
flx1,x] = y  flx1,x3] =
Xy — X X3 —Xl
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Si se sustrae la tercera fila de la segunda se llega a

1 0 0 C1 V1
0 1 0 Cr | = f[Xl,)Cz]
0 0 x3—xz] |c3 Slxr,xa] = flxr, xo

Si se divide la tercera fila por x3 — x, se llega a
1 0 O C1 V1
010 G| = f[xl,xz] ,
0 0 1] | S Ix1, x2, x3]
donde
_ f[xl’ 'x3] _ f[xl, x2] no trivial f[x2, x3] - f[.X:], xz]
flxi,x2, x3] = = ,

X3 — X» X3 — X1
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» Lo no trivial 25/58
— — Y3—=) 1 Y2—=J)1 Y2—yi
fleixs] = flxix] —i;_i} — _Z—i} B (x3—x1) <_x3—x1 - _xz—xl) 3Ty + Y2 —y1— (xz—x1> (X3 = X2 4+ X2 — Xx1)
X3 — X2 X3 — X2 (x3 — x2)(x3 — x1) (x3 — x2)(x3 — x1)
Y3zya 4 Yomyi 2=y (x3—x2) _ (2—y)(x2—x1) Y3—=Y2 _ Y2—V1
N X3—x3  (p—x1)(x3—x2)  (p—x)(x3—xp) _ X3—X» Xa—X1 _ S lx2,x3] = fx1, x2]
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1

» Con estas férmulas de recurrencia, para un polinomio de segundo grado,

o= flal = .
Y2 — W
c; =  flxi,x] = 21
X2 — X1

y3—y2 _ V2=V

X2, X3 — J [X1,X —= =

c3 — f[X1,XZ,_X3] = f[ 2 3] f[ s 2] _ X3—X2 Xo—x]

3T X3 — X

» En general

f[x,-+1,...,x]-]—f[x,-,...,xj_l].

Xj — Xi

f[x,-,...,xj] =



Las diferencias divididas se pueden calcular en forma de tabla

X f[] f[’ ] f[’ ) ] f[’ ) ]
x1 | f[x1]
S lx1, xo]
X2 | f[x2] S lx1, x2, x3]
S x2, x3] S Ix1, x2, x3, x4
x3 | f[x3] S x2, x3, x4
flx3, x4
X4 | f[x4]



Ejemplo Calcular el polinomio de interpolacién de Newton de

x |1
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3
3 2
13 5
yi3 3 33
La tabla de diferencias divididas es:
x | SISl Sl Sl ]
x| fH| S fl] Sl ] 1 3
x1 | Sl 1
Slx1,x2] 3 13 2 1
x2 | fx2] flx1, x2,x3] 2 4 3
Sx2,x3] Sx1, x2, x3, x4] 1 )
x3 | flx3] Sx2, x3, x4] 0 3 6 5
S [x3, x4] 5 3
x4 | flx4] —3
2| 3




El polinomio

p3(x)

Este program

es entonces

= 3+%(x—1)—|—%(x—l)(x—%)—Z(x—l)(x—%)x
10 16
= 3—?x+?x2—2x3.

a realiza la interpolacion de Newton.

func

A
N
DD
for

end
a:
for

end
end

% Interpolacidén con polinomios de Newton

tion [n,DD]=Newton_int_1(x,y)

Vectores de entrada x e y; salida: coeficientes en n y dif. en DD
= length(x)-1;
= zeros(N+1,N+1); DD(1:N+1,1) = y(:);
k=2:N+1
for m=1:N+2-k
DD(m,k)=(DD(m+1,k-1)-DD(m,k-1))/(x(m+k-1)-x(m)); % Diferencias divididas
end

DD(1,:); n = a(N+1);
k=N:-1:1
n=[nak)] - [0 nxx(k)]; % n(x)*(x-x(k-1))+a_k-1

28/58
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Ahora resolvamos un ejemplo cualquiera con este programa.
%do_newton_int_1.m
x=[-2 -1 1 2 4]; y=[-6 0 0 6 60]; % datos ordenados
[n,DD] = Newton_int_1(x,y)
n0 = lagrang_int(x,y) % por comparar con Lagrange
X =[124-1-2]; y=[0 6 60 0 -6]; % orden aleatorio datos
[n1,DD]= Newton_int_1(x,y)
xx = [-2: 0.02 : 4]; yy = polyval(n,xx);
clf, plot(xx,yy,’b-’,x,y,’0%) % se dibuja dltimo caso
60 &
>> do_newton_int_1
n =
0 1 0 =4l 0 50} 4
DD =
-6 6 -2 1 0
0 0 2 1 0 a0l 4
0 6 7 0 0
6 27 0 0 0
60 0 0 0 0 30l |
n0 =
Columns 1 through 3
0.000000000000000  1.000000000000000  0.000000000000000 sl |
Columns 4 through 5
-1.000000000000000 0
nl = i |
0 1 0 =4 0 10
DD =
0 6 7 1 0
6 27 5 1 0 or i
60 12 1 0 0
0 6 0 0 0 L ‘ ‘ ‘ ‘
-6 0 0 0 0 =2 -1 0 1 2 4




Resolvamos a mano el ejemplo anterior con la tabla.

n

>> x=[1 3/2 0 2];
>> y=[3 13/4 3 5/3];
>> [n DD]=Newton_int_1(x,y)

Columns 1 through 3

-2.000000000000000  5.333333333333334
Column 4

3.000000000000000

DD =

Columns 1 through 3
3.000000000000000  0.500000000000000
3.250000000000000 0.166666666666667
3.000000000000000 -0.666666666666667
1.666666666666667 0
Column 4
-2.000000000000000
0
0
0

-3.333333333333334

0.333333333333333
-1.666666666666667
0

0
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Polinomios Ortogonales e

Otra base interesante para interpolacion es la de los polinomios ortogonales en
el espacio vectorial P,,.

El producto interior de dos polinomios (p, ¢g) en el intervalo [a, b] se define
como

b
(p.q) =/ p(x)g(x)w(x) dx,

donde w(x) es una funcién de prueba! no negativa. Los polinomios son
ortogonales si (p,q) = 0.

Un conjunto de polinomios {p;} es ortonormal si

1 parai =

\Pis Pj) = {O para i # J.

'O de ponderacion.
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Se puede usar cualquier procedimiento de ortogonalizacién, por ejemplo ST
Gram-Schmidt, para obtener una base ortonormal de un espacio de polinomios.

)

i X
x\‘g Andrien-Marie Legendre, Francia, 1752-1833.

Por ejemplo, si w(x) = 1, y en el intervalo [—1, 1] se aplica Gram-Schmidt a

los monomios 1, x, x?, x*, ..., escalando los resultados para que pi(1) = 1,

para cada k, se obtienen los polinomios de Legendre:

1, x, 3x>—=1)/2, (5x°—=3x)/2,
(35x* —30x% + 3)8, (63x°>—70x>+ 15x)/8,...,

Los primeros n forman una base ortogonal de P,_;. Su férmula general es
1 d!
2i ) dx!

pi(x) = [(* =1



En la figura se representan los seis primeros polinomios de Legendre.
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1

Pl
T

-0.5

Po(x) ]
P
Pa(x)
Ps(x)
Pa(x)
| Ps()

-0.5

Otros polinomios ortogonales conocidos:

Polinomio Simbolo  Intervalo  Funcién de ponderacion
Legendre Py [—1,1] 1

Chebyshev, primer tipo Ty [-1,1] (1—x»)"12

Chebyshev, segundo tipo Uy [-1,1] (1 —=x?»)2

Jacobi Ji [-1,1] (1=x)*0+x)* o p>-1
Laguerre Ly [0,00) e

Hermite Hj, (—00, 0) e
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Los polinomios ortogonales tienen propiedades muy tiles para algoritmos
numéricos. Satisfacen férmulas de recurrencia que los hacen faciles de generar y
evaluar:

Pi+1(x) = (axx + Br) pr(x) — Vi pr—1(x).

La de los polinomios de Legendre, por ejemplo, es

(k + 1) Pryi(x) = (2k + DxPy(x) — kPr_1(x).

También se usan frecuentemente para aproximar por minimos cuadrados
funciones mediante polinomios de cualquier grado, pues la ortogonalidad hace
que la matriz del sistema que se resuelve sea diagonal.



o
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Pafnuty Lvovich Chebyshev, Rusia, 1821-1894.

Los polinomios de Chebyshev son una familia de polinomios ortogonales
fundamental. En su forma trigonométrica se definen, para x € [—1, 1], por la

identidad
Ty (x) = cos(k arc cos(x))

ademas de que Ty(x) =1y Ti(x) = 1.

Su férmula de recurrencia de tres términos es
T 1(x) = 2xTy(x) — Tie—1(x).
Los primeros son,

1, x, 2x>—1, 4x>—3x, 8x*—8x2+1, 16x°> —20x>+5x,...,
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Los cinco primeros los representa esta grafica.

Polinomios de Chebyshev

function p=chebypoly(n) %n es grado 0,1,2...
yA
p=zeros(n+1,1);
pl=[1];
p2=[1 0];
if n==0, p=pi;
elseif n==1, p=p2;
else
for i=2:n
p =2x[p2 0]-[0 0 p1];

p1=p2;
p2=p;
end
end
end

Su propiedad quizds més interesante es la equialternancia, o equioscilacion, pues
los sucesivos puntos extremos tienen igual magnitud pero signo distinto, como
se aprecia en la figura.
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En interpolacion polinémica de puntos de una funcién continua, el error maximo
en un intervalo se minimiza si se escogen como puntos de interpolacién las
raices de los extremos de un polinomio de Chebyshev de grado adecuado: los
nudos o puntos de Chebyshev.

Los puntos de un polinomio de Chebyshev T} son los k ceros o raices de ese

2i — 1
xi=cos|——m ), i=1,...,k
2k

y los k 4 1 puntos extremos (maximos y minimos), incluidos los de los extremos

17T
;= —1, i=0,...,k.
X cos(k) [

polinomio, es decir,

del intervalo, es decir
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Los puntos de Chebyshev son las abcisas de los puntos igualmente espaciados 3/
lo largo de la semicircunferencia de radio 1 en R?.

1 T T e —

09
0.8
071
0.6
05

04r

031 4
0.1
oc I I I I

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Ejemplo Usando puntos de Chebyshev como abcisas de interpolacion,
interpolar puntos de la funcién de Runge”

1
J) = 17550

en el intervalo [—1, 1].

*Por Carl David Tolmé Runge, Alemania, 1856-1927.
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Usando puntos igualmente espaciados en las abcisas —-fenémeno de Runge—y de
Chebyshev, el resultado que se obtiene con polinomios de Newton es este.

) : : : 12
1
15
0.8
1 0.6
05 0.4
0.2
o "
0
-0.5 : . . -0.2 . . .
21 -0.5 0 05 1 y 0.5 0 0.5 1

% Chebyshev_ejemplo_1.m

f =0(x)1./(1+425%x.72); n = 11;

xe = linspace(-1,1,n);

xc = cos((2%(1:n)-1)*pi/2/n);

El programa que se ha usado: |« = -1:.01:1;

¢ = Newton_int_1(xe,f(xe)); tl = polyval(c,t);
subplot(121), plot(t,f(t),’b’,t,tl1,’r’,xe,f(xe),’0?)
¢ = Newton_int_1(xc,f(xc)); tl = polyval(c,t);
subplot (122), plot(t,f(t),’b’,t,tl1,’r’,xc,f(xc),’0?)
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Se puede probar que el polinomio de Chebyshev de grado n que mejor interpola
puntos de una funcién f(x) usando puntos de Chebyshev es:

n

n+1 n+1
plx )——Zf( )+ E = (Z Tk(xi)f(xl-)) To(x).
i=1

—

k=1 —

CO Ck

Para calcular el valor de ese p(x) en determinados puntos se puede usar el
algoritmo de Clenshaw —por Charles William Clenshaw, Reino Unido,
1926-2004, del NPL—, una generalizacién de la regla de recurrencia de Horner:

n
Y aeTi(x) = up — xuy,
k=0

donde
Uy, = Cp, Up—1 = Cy—1 +2xun y

Ci +2xXuj1—uUjpn, j=n—-2,n—-1,...,0.

<
.
Il



Los dos programas que siguen calculan ese polinomio y lo evaltan para

determinados puntos.

function [c,x] = chebpol_int(fn,n)
x = cos((2%(1:n)’-1)*pi/2/n);
= fn(x);

[zeros(n,1) ones(n,1)];
[sum(y)/n zeros(1,n-1)];

g

k = 2:n
T = [T(:,2) a*xx.*xT(:,2)-T(:,1)];
c(k) = sum(T(:,2).* y)*2/n;
a = 2;

end
end

Hhop 0o H<

1

(@)

Si se utilizan con

function u = chebpol_clenshaw(c,x)
n = length(c);
u = c(n)*ones(size(x));
if n > 1
ujpl = u;
u = c(n-1) + 2*x*c(n);
for j = n-2:-1:1

ujp2 = ujpi;
ujpl = u;
u = c(j)+2*x.*xujpl-ujp2;
end
u = u-x.*ujpl;
end
end

>> f = 0(x)1./(1+25%x.72);

> t = -1:.01:1;

>> [c,x] = chebpol_int(f,11);

>> plot(t,f(t),’b’,t,chebpol_clenshaw(c,t),’r’,x,f(x),’0k’)
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Da como resultado:

12 T T T T T T T T T

0.8

0.6

0.4

0.2

_O.L Il Il Il Il Il Il Il Il Il

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

que es la misma grafica de antes.
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Interpolacién polinébmica por trozos

Al interpolar mediante un Gnico polinomio un conjunto amplio de datos algunas

veces se pueden producir resultados poco satisfactorios en forma de oscilaciones,
o "ruido”.

Una mejora consiste en interpolar cada intervalo entre datos mediante un Gnico
polinomio u otra funcién.

La interpolacion mas simple es un segmento de linea recta entre cada dos datos
o nudos.
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Interpolacion de Hermite Charles Hermite, Francia, 1822-1901.

Esta interpolacion tiene en cuenta los valores en puntos concretos de la funcién
que aproximar por interpolacion y el de sus derivadas.

Cada tramo es un polinomio de tercer grado con primera derivada continua en
los extremos.

El nimero de ecuaciones que se afiade asi al sistema lineal que subyace en el
proceso es importante.
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Supongamos que se quiere aproximar f(x) en el intervalo [x;, x;], mediante
interpolacién con un polinomio de tercer grado

p(x) =a+ b(x —x;) + c(x — x,-)2 +d(x — x,-)z(x — Xq),
y que f(x;) = yi, f(xq) = ya, p(x;) = yi, p(xa) = ya. p'(x;) = s; y
p'(xq) = s4.

Necesitaremos calcular a, b, c y d.

La derivada del polinomio es
p'(x)=b+2c(x—x;)+d (2(x —x;)(x —xg) + (x — xl-)z).

Sustituyendo los valores conocidos se tiene que
a = yi  a+bxg—x)+clxqa—x)> = ya
b = s; b+2c(xqg—x;) +d(xqg—xi)> = sq4.
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Escribiendo esto en forma matricial,

1 0 0 0 a Vi
0 1 0 0 bl |
1 x; — x4 (xg —x;)? 0 c| |y
0 1 2xg—x) (xq—x)*||d Sd

Si se tienen n nudos o datos, hara falta determinar 4(n — 1) parametros de los
polinomios.

El que se requiera que interpolen esos n datos afiade 2(n — 1) ecuaciones, pues
cada n — 1 cubica debe verificar los valores en sus extremos.

El que tengan derivadas continuas afiade otras n — 2 ecuaciones para cada
punto de unién.



El total de ecuaciones es 3n — 4, lo que deja 4(n — 1) —3n +4 =n a7/55
parametros libres.

La interpolacién por tanto no es Gnica, por lo que se pueden fijar mas
condiciones para esos grados de libertad: monotonicidad, convexidad, etc.

La funcién que realiza esta aproximacién en Matlab es pchip. Una sesién de
trabajo con un ejemplo sencillo puede ser

0.8

0.6

0.4

>> x = -3:3;

>y =[-1-1-10111]; 0.2f
>> t = -3:.01:3; of
>> p = pchip(x,y,t);

>> plot(x,y,’0’,t,p,’-") -0

>> legend(’datos’, ’pchip’,3) -0.4

-0.6-

-0.8 O datos

pchip
Vany

-3 -2
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Splines cubicas

Una spline es una curva definida mediante porciones de polinomios de grado k,
con continuidad hasta la derivada k — 1.

Una spline cibica es un polinomio de tercer grado con continuidad hasta la
segunda derivada.

La idea de interpolar mediante splines es usar varias porciones de spline, cada
una correspondiente a un polinomio de grado bajo, para pasar a través de varios
puntos.
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Splines

Paul de Faget de Casteljau 1930-
French mathematician/physicist
1958-1992: Citroén; unpublished work in 1958

Pierre Bezier 1910-1999
1933-1975: engineer at Renault
1960: beginning of CADCAM work, Bezier curves

Isaac Jacob Schoenberg 1903-1990

Born in Romania (Landau’s son-in-law). To USA in 1930.
Chicago, Harvard, Princeton, Swarthmore, Colby...
1941-1966: University of Pennsylvania

1943-1945: Army Ballistic Research Laboratory

1946: two papers on splines

1966-1973: U. of Wisconsin

Carl de Boor 1937-

Born in what became East Germany. To USA in 1959.
1960-1964: General Motors (grad student intern)
1962: first of many publications on splines

Purdue, Michigan...

1972- U. of Wisconsin
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El ejemplo méas simple es un spline lineal, en el que se conectan los puntos a
interpolar mediante segmentos de recta.

En la figura se muestra un ejemplo de spline lineal y el mismo con spline cibica.

y y
4+ 4+
3k 3L
2 2k
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Como en el caso de Hermite, las splines ciibicos para interpolar n puntos de una
funcién imponen 3n — 4 condiciones, mas n — 2 adicionales por requerirse la
continuidad de la segunda derivada.

Los dos grados de libertad adicionales se fijan si, por ejemplo,

« Las primeras derivadas en los extremos izquierdo y derecho se fijan en
sendos valores.

« Las segundas derivadas en los extremos son cero.

o Las primeras y segundas derivadas en los extremos son iguales dos a dos, etc.



=
Ejemplo Estudiemos la interpolacién de tres puntos (x1, v1), (X2, y2) y 3
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(x3, y3). Los polinomios de los dos tramos podrian ser

p1(x) = aj + arx + azx? + ayx’

p2(x) = i+ Bax + B3x? + Pax’.

Se necesitan 8 ecuaciones para determinar los pardmetros.

El que las clbicas pasen por los puntos dados impone las siguientes condiciones

o] + aox) + 0633612 + 06436% = N

a1 + orxy + a3x§ + a4x§ V2
B1 + Baxz2 + B3x5 + Pax; 2

Bi + Baxs + Baxi + Pax; = ys.

La continuidad de las primeras derivadas en x, impone esta condicién

oy + 2&3)62 + 30[4)C§ = ,32 + 2,33)C2 + 3,34)6%.



La continuidad de las segundas derivadas en x, impone esta otra

2003 + 604xy) = 2,33 + 6,34)62.
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Por definicién, se impone que las segundas derivadas en los extremos sean cero,

lo que hace que

203 + 6a4x; =0y 283+ 6B4x3 = 0.

Todo en forma matricial queda

3

Resolviendo este sistema se obtiene la

1 x1 x2 x3 0 0 0 0
Il x» x3 x3 0 0 0 0
0 0 0 01 x x3 x3
0 0 0 01 x3 x5 x3
0 1 2xp 3x3 0 —1 —2xp —3x3
0 0 2 6xx2 0 0 =2 —6x2
0 0 2 6xg 0 0 0 0
00 0 00 O 2 6x3

solucién deseada.

o
o
o3
o4
B1
B2
B3
Ba

CoooFF S T




En Matlab esta funciéon se realiza con spline, de C. de Boor.
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Una sesién de trabajo para comparar los resultados con Hermite es la que sigue.

x = -3:3;
y=1[-1-1-10111];
t = -3:.01:3;

p = pchip(x,y,t);

s = spline(x,y,t);
plot(x,y,’0’,t,p,’-’,t,s,’-.7)
legend(’datos’, ’pchip’,’spline’,4)

15

0.5F

O datos [

pchip
— — — spline

2 3



Curvas de Bézier
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Dadas a conocer en los afios 60 del siglo XX a través del trabajo de Pierre

Bézier en Renault y Paul de Faget de Casteljau en Citroén.

Se pueden ver como splines que a partir de unos puntos de control, o poligono

de control, permiten al usuario controlar las pendientes en esos puntos y

modelizar curvas a voluntad, escaldndolas sin limite. Su aplicacién inicial era el

disefio de carrocerias de automdéviles, barcos, hélices de barcos, etc.

Las funciones de base de las curvas de Bézier son los polinomios de Bernstein,

conocidos desde 1912.

Sergei Natanovich Bernstein,
Rusia, 1880-1968.

Polinomios de Bernstein en t € [0, 1] para
las curvas de Bézier yg = (1 — )3, azul,
y1 = 3(1 —1)%t, verde, y» = 3(1 — 1)t?,
rojoy yz = t3, cyan.



>,
Una curva de Bézier lineal que pasa por dos puntos Py = (xo, yo) vy 5
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P, = (x1, y1) es la linea recta
B(t) =Py +t(P1—Py)) =(1-0)P+P;, 0<7=<1.

Curva de Bézier de grado 1

Una curva de Bézier cuadratica definida por tres puntos de control

P() = (X(), y()), P1 = (Xl, yl) V% P2 = (Xz,yz) es la curva
B(t)=(1—1)°Py+2(1 —)tP, +t*P,, 0<t<1.

Curva de Bézier de grado 2

Una cibica definida por cuatro puntos de control Py = (x, vo), P1 = (x1, y1),

P2 = (Xz, yz) V% P3 = ()C3, y3) es la curva
B(t) = (1—1)°Py+3(1 —1)*P, +3(1 —1)t?P, +3t2P;, 0<t <.

Curva de Bézier de grado 3

Una de cuarto grado. sezier de grado 4. D& MAsS Bezier de grado 5.

La curvas de Bézier se pueden conectar unas con otras con diversas
continuidades y ampliarse para definir superficies en 3D.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:B%C3%A9zier_1_big.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:B%C3%A9zier_2_big.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:B%C3%A9zier_3_big.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:B%C3%A9zier_4_big.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/File:BezierCurve.gif

=
Ejemplo A partir de los puntos de inicio y final (1, 1) y (2,2), con los de 15
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control (1,3) y (3, 3), vamos a calcular la curva de Bézier correspondiente.
Vamos a utilizar las curvas de Bézier en forma paramétrica

x(t) = x1 + byt + cxt? + dyt3
y(t) = y1 + byt + cyt? + dyt3.

donde
bx = 3(x2 — x1)
Cx:3(X3—X2)—bx
dy = x4 — X1 — by — Cx
by =3(y2 — y1)
cy =3(y3—y2)—by
dy =y4—y1—by —cy.
En el caso que nos ocupa, (x1.y1) = (1.1), (x2.y2) = (1.3), (x3.73) = 3.3) Y (x4.y4) = (2.2). La

curva €s.

(%2, ¥2) (x3, y3) 0

x(t) =1+ 612 —5¢3
y(t) =1+ 61 — 612 + 3.
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B-splines (basis spline) &
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Se pueden comprender como una generalizacion reciente de la curvas de Bézier
con las ventajas de los splines y sin alguno de los problemas de aquellas.
Su formulacién se debe al trabajo de Isaac Jacob Schoenberg.

Las B-splines son curvas hechas con trozos polinémicos de grado p. Una curva
de Bézier frente a una B-spline con los mismos puntos de control es esta.

Las B-splines pueden ser evaluadas de una manera numéricamente estable por el

r /VJ\

-+ Non-uniform

» w rational
B-splines

L

algoritmo de C. de Boor. Su extensién, las NURBS.



http://geometrie.foretnik.net/files/NURBS-en.swf

