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S,

Introduccidn @

El procesamiento digital de sefiales, DSP, es uno de los nicleos basicos de la
economia digital que viene desarrollandose tan rapidamente en nuestra
economia y sociedad desde hace afios.

Las funciones trigonométricas, esencialmente a base de senos y cosenos, son
idéneas para modelizar mediante interpolacion, o ajuste, la informacién de
fenémenos ciclicos o periddicos: sefiales acisticas, 6pticas, econdmicas y
sociales. Esas funciones cumplen que

x@)=x(t+T)=xt+2T)=---=x({ +nT),
para un periodo 7.
La representacién de una funcién continua o discreta mediante combinaciones

lineales de senos y cosenos permite descomponerla en su espacio de frecuencias
lo que ayuda a un analisis mas preciso de algunos de sus parametros.



i De qué hablamos? Espectro de frecuencias VS tiempos.

Piano spectrum

3472694
347%3=1041
347*4=1399

También:

000~ 2200 2400 H:

L YT T I T A
4 Even harmonics are the same size
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Jean Baptiste Joseph Fourier, Francia,
1768-1830.




-,
o Estudiando cémo se transmite el calor, Fourier demostré que cualquier funciénﬁ%
periddica y continua, C[0, 2], puede representarse como una suma infinita
(serie de Fourier) de polinomios trigonométricos' de la forma

(0. ¢]

ao . :
x(t)=—+ [aj cos(2m fotj) + bj sen(Zﬂfot])],

donde? los a; y b; vienen dados por las férmulas de’ Euler:

a; = %/ x(t)cos2m fotj)dt, paraj =0,1,...

0

T

T
bj = 2/ x(t)sen(2m fotj) dt, paraj =1,2,...
0

ISinusoides.
% fo es la frecuencia fundamental, inversa del periodo 7: fo = 1/T.

Leonhard Euler . Basilea 1707-San Petersburgo 1783.
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o Las funciones 1/2, sen(2m fotj), cos(2m fotj), j = 1, ... constituyen una base
en un espacio vectorial de dimensién infinita* de funciones ortogonales con el
producto interior

2w
(f.g) = O f(t)g(t)dt.

o Losa; y b; son los coeficientes de x(7) en dicha base.

“Espacio de Hilbert
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o Veamos la siguiente funcion y(t) = Ay + C; cos(wot + 0).

(1)

=] .

e En sus

2

t,s
| | |
0 T 2 3 wt, rad
tres componentes
L .
/}_\ b, sen(wgyt)
N\ /

a cos(wyt)

ag= 1,7

Ci=1

w=2rxf=2x/T=2n/(1,5s)

Fase, 0 =7 /3=1,0472 radianes (0,25s)

Frec. fundamental, f =1/T =1/(1,55) =0,6667 Hz

aq =0,5
b1 =—0,866
y(t) = ao + ay cos(wot) + by sen(wopt)



Amplitude —— Frequency f

A — Frequency 3f

— Frequency 9f

Time

a. Time-domain decomposition of a composite signal

Amplitude

‘ l [ | L.

|

f 3f of Time

b. Frequency-domain decomposition of the composite signal
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Interpolaciéon trigonométrica

» Se trata de representar una funcién periddica, de la que se conocen n datos
igualmente espaciados —tren de impulsos— en ese intervalo, {xo, x1,...,X,_1},
mediante un polinomio de grado m en [0, 27)

do 4 : = .
p(t) = 5 + Zaj cos(jt) + ij sen(jt),
j=1 j=1

n

cumpliéndose en los puntos {(O, X0), (27”, xl) , (4—”, xz) e (2(”;1)”, xn_l)}.

o El grado m del polinomio depende del tamafio de la muestra, n. Si n es par,
seriam = n/2; si es impar, m = (n—1)/2.

o Para obtenerlo de la manera que conocemos habria que determinar 2m + 1
parametros: ag, a;, b;, i =1, ..., m.



» Ejemplo Interpolemos a los datos e

(0.1, (5.3). (5. -9). (F.2)}

a a
p(t)=Eo+alcos(l-t)-|—32cos(2-t)-|—

el polinomio

+bisen(l-t) +bysen(2-¢).

» Para obtener los coeficientes ag, ay, a», by y b, planteamos un sistema de
ecuaciones lineales del tipo Ax = b, en el que la matriz A es del tipo
Vandermonde, y b = [1, 3, —5,2]".

» El sistema que hay que resolver, en forma matricial, es

1 1 1 - -
2 1 2 0 0 ap 1
% cos(l-z'lT'”) %cos 2 Z'IT'” sen I-Z’IT'”) sen (2 2'17'” ai 3
an —_

1 22wy 1 2:2- L 22w 2:2-w -5
3 cos(1-25%) Jcos(2-22%) sen(1-23%) sen (2 5% b, )
1 C23a) 1 237 237 23 b,

| 3 cos(l 1 ) 5 COs 2 1 sen (1 1 ) sen (2 ) | L2



o Simplificando resulta asi {1%‘
L1 oo [a]  Fo;
o=t 10 Zl |3
b-t oo ] S
|1 0—1-10] | by L2

o Resolviendo da, como solucion de norma euclidea minima,

- 1
_a_ 5
0
3
aj
1 29
a | — 2
by 1
b, 2
- - 0

El polinomio de interpolacion es entonces
p) = % + 3cos(t) — %cos(Zl) -+ %sen(l).

» Sustituyendo 0, /2, w y 371/2 en este polinomio se puede comprobar que se
consiguen los valores de la muestra.
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NdOmeros complejos @

o Los numeros del cuerpo C de lo complejos surgen para dar sentido a raices de
nameros negativos, v/ —a? = +a~/—1. Para ello se utiliza la unidad imaginaria

i = —1

o Cualquier complejo z = x + yi, donde x es |a parte real e y la imaginaria
(ambas reales), se representa geométricamente en el plano complejo asi:

« En su forma polar se escribe z = re'? = r(cos<p + 1 sen go), donde

r=4x?>+ y?y ¢ = arctan(y/x).
A e’ = cosp + i sen @ se la conoce como identidad de Euler.



@
» La circunferencia de radio unidad en el plano complejo es el lugar geométrico i

14/36

de los niimeros complejos con r = 1.

Si se multiplican dos ntmeros e’? y e’? de esa circunferencia,
elf e’ = (cosf + i sen@)(cosy + i seny)
= cosf cosy —senf seny —I—i(senQCosy + senycos@).
Reordenando,” ¢! = cos(6 + y) + i sen(6 + y). Por tanto, el producto de dos
nimeros complejos en la circunferencia de radio unidad es otro namero de la

misma circunferencia cuyo angulo es la suma de los dos precedentes.

ei0+e—i0 —i6_,i6

2

e

°Es interesante saber que cos ) = ysenf =i



=,
o Los niimeros Moivre, z tales que z" —1 = 0, raices n-ésimas de |a unidad, {@
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por Abraham de Moivre, Francia, 1667-1754 a . tienen interés:

<

« En la recta de nimeros reales sélo hay dos: —1 vy 1.

« En el plano complejo hay muchos. Por ejemplo, i es una raiz cuarta de 1:

it = (\/—_1)4 — (1) =1

o Estan localizados en la circunferencia del plano complejo de radio la unidad:
forman los vértices de un poligono regular de n lados con un vértice en 1.
A

+1
o

A
)]
Y




=

o Una raiz n-ésima de la unidad se denomina primitiva® si no es una raiz k—ésimé%f
para k < n. Asi, —1 es una raiz segunda primitiva de la unidad y cuarta no
primitiva de ella.

o Es facil ver que, para una n cualquiera, el namero complejo w, = e~>*/" es

una raiz n-ésima primitiva de la unidad (también lo es w, = e/>*/").

—i2n/4

» En la figura se ve la raiz cuarta primitiva de la unidad w4 = e y las otras
tres. Son, en general, las potencias a)f,f, k=20,1,2,3.

1= wi’ = w;l

®

\271’/4

wZ=w42=—1= ol =w)=uwj
[}
—i = wi = w;3
6De otra manera, la raiz n-ésima de la unidad « es primitiva, si sélo si sus k-ésimas potencias, k = 0,1,..., n — 1 son distintas. Las raices cuartas

de 1 son: 1, —1, i, —i. En el caso de 1 sus potencias de grado 0, 1, 2 y 3 son iguales; no es raiz primitiva. Para i, se calcula que las potencias de grado
0, 1, 2, 3 son, respectivamente, 1, i, —1, —i, distintas, luego i es una raiz cuarta primitiva de 1.
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o Las @* se denominan también factores twiddle. Mirar mas aqui.

« Se puede verificar que la raiz n-ésima de la unidad, @ = e=%7/"

cconn > 1,
cumple que

l+o+o°+w’+---+ 0" =0,
1+(X)2+a)4+a)6+"'+(l)2(n_1):O,
1+w3+w6+w9+...+a)3(l/l—l):O,

1 + wn—l + w(n—l)Z + w(n—1)3 4ot w(n—l)(n—l) : 0.
También que
l+o"+0” +o¥+ - 4+ 0" D =141+14+1+--+1=n.

Ademas, si k es un nimero entero,

n—1

ik nsi k/n es entero,
(1) f—
0 en otro caso.

J=0


http://web.engr.illinois.edu/~heath/iem/fft/twdlfctr/
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Transformada Discreta de Fourier

o La interpolacién trigonométrica que estamos estudiando se puede llevar a cabo
de forma eficaz usando la Transformada Discreta de Fourier y la Transformada
Rapida de Fourier.

o Para un vector de coeficientes reales, x = [xo, x1,....X,_1]", su Transformada
Discreta de Fourier, TDF, es el vector n-dimensional y = [yo, y1, ..., Vo—1]’
tal que

n—1
Yk = % Xja)jk,
j=0

donde w = e~ 127/,



o En forma matricial, la definicién anterior dice que

Yo
V1
Y2

| Vn—1_

ap + ibo
ap +ib;
a, +ib;

| An—1 + ibn—l_

o A la matriz simétrica

F, =

[ w
w
= 6))

1
N

€ & &

oS o O

SEEOERS
S

_(1)0 a)n—l a)2(n—1) ..

CI)O

a)n—l

a)2(n—1)

: w(n'—l)z_

X0
X1
X2

| Xn—1_]

se la denomina matriz de Fourier. Todas sus filas y columnas, excepto las
primeras, suman cero.
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e La inversa de la matriz de Fourier es

a)o a)o a)o s a)o
a)o a)_l a)_z cen a)_(n_l)
Fn—l — %/_ wo w—z a)_4 a)—Z(n—l)
n

CI)O a)_(n_l) a)_z(”_l) oo a)_(n_l)z

y la Transformada Discreta de Fourier inversade y esx = F 'y

» Dado que un nimero complejo en la circunferencia unidad,
z=¢e
e—z@

= cos + i sen 6, tiene como reciproco, su complejo conjugado,
= cos) —isenf, lainversa de la matriz F, serd la que tenga como
coeficientes los complejos conjugados los de F,,, es decir

F'=F,.

n



S,
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o La matriz de Fourier es una matriz unitaria, F F = I, por lo que, recordemos,

al multiplicarla por cualquier vector, éste conserva su norma.

o Aplicar la Transformada Discreta de Fourier requiere ) (n?) operaciones,
concretamente n? multiplicaciones y n(n — 1) sumas; aplicar la inversa lo

mismo.

« Ejemplo Calculemos la TDF del vector x = [1,0,—1,0]".

Sea en este caso w la raiz cuarta de la unidad, es decir w = ¢

= cos(m/2) —isen(x/2) = —i. La trasformada es
o] 111 1] 11 1 1]
|1 1 0 0w’ 0 (=i —-1 1
vl VAl ote® || -1 211-1 1-1
| V3 | 1 0’ w® 0’ 0 1 i1 —i]

—i2w/4 _ e—in/2

_0 = O
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» Si utilizamos la rutina de Matlab para hacer TDF, fft, hay que tener en
cuenta que su normalizacién es un poco diferente, y hay que usar
fft(x)/sqrt(n). Para la inversa ifft(y)*sqrt(n). En efecto:

>> x=[1 0 -1 0];
>> fft(x)
ans =
0 2 0 2
>> fft(x)/sqrt(4)
ans =
0 1 0 1
>> ifft(ans)*sqrt(4)
ans =
1 0 -1 0

>>




» Una propiedad importante de la TDF es que si n es par y el vector
x = [x0.X1....,x,_1]" tienes todos sus coeficientes reales, los de su
transformado, y, son los siguientes, para por ejemplo n = §,

X0
X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8

ao

a| + lbl
ar + lb2
as + lb3
g

as —ib3
az—ibz
aq —ibl

Yo
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Transformada Rapida de Fourier @

« Como acabamos de ver la TDF necesita para su calculo O (n?) operaciones.

James William Cooley, 1926 y John Tukey, 1915-2000.
EE.UU.

Cooley y Tukey formularon en 1965 uno de los algoritmos mas importantes del
Siglo XX. La Transformada Rapida de Fourier, FFT.

o Este algoritmo sigue la estrategia del divide y venceras para hacer mucho mas
rapido la TDF. Requiere @ (nlogn) operaciones.

o Su aportacién mas significativa es haber convertido el tratamiento de sefiales de
lo analégico a lo digital, ampliando casi hasta el infinito su campo de aplicacién.
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o Si expresamos la TDF, F,x, de la forma

Yo 1 X0
: =—M, : :
Jn
Yn—1 Xn—1
donde ~ B
o 0 ' . @Y
0° ! w2 N
M, =|o 0* o L=
w0 "1 21 ... pn=1?

veamos como calcular de forma recursiva el producto z = M ,x.



S,
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« Empecemos simulando su mecanica con n = 4. Si w = e ?"/* |a TDF es

Zo 0 0® 0?00 | | xo
zi| |00’ | | x
| w0 | | x,
Z3 0’ 03 w0 @ | | x3

» Reordenando las operaciones de tal manera que los términos pares aparezcan
primero se tiene que

Zo = a)oxo + a)ox2 + w

p—

71 = 0% + ©*x, + ®
7, = 0% + 0*x, + ®

73 = 0% + ©°x, + @

\S]

N N N TN
S
B

N— N N N
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« Usando el hecho de que @* = 1, las ecuaciones anteriores quedan

» Los términos entre paréntesis en las primeras dos lineas se repiten en las dos
siguiente. Hagamos

Uy = ,uoxo + uoxz y Vo = ,uox1 + ,uox3
uy = pnoxo + p'x; v = uOx; + plxs’

donde & = w?, la segunda raiz de la unidad.



28/36

o Los vectores u = [ug, u1]” y v = [vg, v1]’ son basicamente

X0
u = M2
X2
eh
vV = Mz
X3
por lo que el original M 4x es
_ 0
Zo = Ug + w Vg
zi=u; + o'v
Zy) = Uy + w2v0

Z3 = U] + a)3v1.

o La TDF(4) original se ha transformado en un par de TDF(2) mas algunas
pocas multiplicaciones y sumas. Si ignoramos el término 1/./n una TDF(n) se
puede reducir al calculo de dos TDF(n/2) mas 2n — 1 operaciones adicionales.



Interpolaciéon Trigonométrica con la s
Trasformada Rapida de Fourier

» Dado un intervalo [c, d] y un namero positivo n, definamos At = (d —c¢)/ny
unos t; = ¢ + jAt, j =0,...,n — 1, igualmente espaciados en el intervalo.

o Para un vector dado x al que le aplicaremos la Transformada de Fourier, cada
uno de sus coeficientes, x;, lo interpretaremos como una medida de un conjunto
de ellas tomadas a una sefial determinada en los tiempos 7; .

o Siy = F,x esla TDF de x, cada coeficiente x; vendra dado por la férmula
de la inversa de TDF:

i27tk(l/—c)

1 n—l1 1 n—1 n—1 P
—k\J i2nkj/n B

X, = — w = — e E
/ ﬁ;yk( ) n Ve prt Yk Jn




>,
o Esta expresion la podemos ver como la que materializa, mediante TDF, una @
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interpolacion de los puntos (z;, x;) con funciones de base trigonométricas

i2k(t—c)
e d—c

S

con coeficientes, o pesos, Vi = aj + iby.

o Del desarrollo de Q(¢), es decir,

Q) = \/— Z(ak +iby) |:cos an(t_; ) + i sen ZnS(i; C)} :

si los x; son reales, la funcion trigonométrica de orden n que interpola los

puntos (f;, x;) es

n—1

P,(t) = % E |:ak cos% — by sen %] .

k=0



=
o Simplificando un poco més esta férmula, si n es par, se llega a que 5
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E : 271k(t — c) 2k (t —¢) a,/2  nu(t—c)
Pn — - - =
(r) = —|— ay cos ———— — by sen P + NG cos e

N|=

satisfaciendo P,(t;) = x;, j =0,....n — 1.

o Ejemplo Calculemos el polinomio trigonométrico de interpolacién del vector
x =[1,0,—1,0]". El intervalo es [0,1]; £ = [0,1/4,1/2,3/4]".

La TDF de x es y = [0, 1,0, 1]”. Los coeficientes de la interpolacién son
ar +iby = yr, porloqueay=a,=0,a, =a3 =1y
bozbl =b2=b3=0.

Aplicando la féormula anterior, el polinomio trigonométrico de interpolacion es:

a a
Py(t) = EO + (al cos 2wt — by sen27rt) + Ezcos 4t = cos2rmt.
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» Ejemplo Obtengamos el polinomio trigonométrico de interpolacién de
x =[-22 —-28 —6,1 —3.9 0,0 1,1 —0,6 —1,1]" en el intervalo [0, 1].

La Transformada de Fourier es

C_5.5154
—1,0528 + 3,6195i
1.5910 — 1,1667i
_ | —0,5028 — 0,2695i
Y =1-0,7778
—0,5028 + 0,2695i
1,5910 + 1,1667i
—1,0528 — 3,6195i

Aplicando la férmula para obtener el polinomio, se tiene que

_ 55154 1.0528 36195
Pg(t) = NG /5 cos 2t 7 sen 2t
1,5910 1,1667
: cos 4 : sen 4
+ 7 Tt + NG wt
~0,5028 0,2695 0,7778

75 €08 6t + S5 sen 6t — 75 Cos 8t
= —1,95—-0,7445cos 2wt — 2,5594 sen 2t
+1,125cos4nt + 0,825sendnt
—0,3555cos 61t + 0,1906sen 61t — 0,275 cos 8 t.



33/36

o El resultado se ve graficamente asi:

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo
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» Una consecuencia practica muy importante del hecho de que en el polinomio
trigonométrico de interpolacién P, (1) las funciones de base sean ortogonales es
que si m < n entonces

uo__
2

§ : 2wk (t; — 2rk(t; — ) _
Pm(t)—_+— g COS —————— i (] ) — by sen nd(iCC)]+a\//ﬁ Cosnig(t—CC)

es la mejor aproximacién de minimos cuadrados de orden m a los datos
(Zj,Xj),j =0,...,n—1.

» Esto quiere decir que para el ejemplo anterior, los polinomios trigonométricos de
interpolacion Py(t) y Pg(t) seran

Py(t) = —1,95—0,7445cos2nwt — 2,5594 sen 2zt + 1,125 cos 4nt
Pe(t) = —1,95—-0,7445cos 2wt — 2,5594 sen2nt
+1,125cos4nt + 0,825sen4dnt — 0,3555cos 67r¢.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1



Aplicaciones practicas: Sonido, ruido, filtrado, ... W
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>> load handel
>> plot(y(1:256))
>> xp=dftfilter([0,1],y(1:256),64,256,256) ;

0.2 | T . . . 0.2
0.15} 9 015F
0.1 4 01p
0.05 1 005F
0 B 0
-0.05 4 -0.05
0.1r 4 -01p
0151 9 -0.15F
0.2F 1 -021
025 L ! ! . ! -0.25 L ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

>> sound(y,Fs)

>> xp=dftfilter([0,1],y,10000,73113,73113);
>> sound(xp,Fs)

>> xp=dftfilter([0,1],y,73112,73113,73113);
>> sound(xp,Fs)




