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Ecuaciones en Derivadas Parciales o

Una ecuacién en derivadas parciales de orden n es una ecuacién matematica en
la que aparece una funcién desconocida, que depende de al menos dos variables
independientes, junto a algunas de sus derivadas parciales hasta orden n
respecto a dichas variables.

Una ecuacién en derivadas parciales de la funcién u(xy,...x,) tiene la forma
general

ou du _ d%u 9u _
F(Xl, e o o ,Xn, M, a_.X'l’ o« o o axn, axlaxl, axlaxz, . o .) — O

F es lineal en u y sus derivadas si

Fu+w)=Fu)+ F(w)

F(ku) =k - F(u).



-
Las EDP se emplean en la formulacion de modelos matematicos de procesos )ﬁ}
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fendmenos de la fisica y otras ciencias que suelen estar distribuidos en el espacio
y el tiempo.

Se modelizan de esta forma la propagacién del sonido o del calor, la
electrostatica, la electrodinamica, la dindmica de fluidos, la elasticidad, la
mecanica cuantica, las emisiones de contaminantes, los fenémenos

meteoroldgicos, la valoracion de opciones y derivados financieros y muchos
otros.

Una solucion de una EDP es una funcién que resuelve la ecuacién, o que la
convierte en una identidad cuando se sustituye en la ecuacién.

Excepto en casos de geometria sencilla, las ecuaciones en derivadas parciales son
muy dificiles de resolver analiticamente. Numéricamente se pueden resolver
problemas de geometria complicada y cercana a la de los problemas reales.
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Dada una funcién u(x, y), en las EDP es muy comn significar las derivadas @5/61

parciales empleando subindices (notacién tensorial). Esto es:

ou
e = (¥, )
0%u Jd (du
uxy 8)/ 8)6( y) a_ (E(xv y))
0%u

Uy = @(x, y).

Si la funcién u es continua en un cierto dominio y tiene derivadas parciales
continuas hasta orden 2, por el teorema' de Schwarz se sabe que u,, = uy,.

En la fisica matematica se usa el operador nabla, que en coordenadas

cartesianas se escribe como V = (dy, d,. 0-) para las derivadas espaciales, y
con un punto, u, para las derivadas que involucran el tiempo.

'"Por Karl Hermann Amandus Schwarz, Prusia 1843-Alemania 1921. |
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Ejemplos de EDP

Una EDP lineal de primer orden:
ux(x,y) —uy(x,y) +2u(x,y) =u, —u, +2u = 6.

Una EDP no lineal de primer orden: (ux)2 + (uy)2 = 0.
Una EDP no lineal de segundo orden: u - uy, +u, = y.

Algunas EDP lineales de segundo orden:

Ec. de Laplace  uy,(x,y) + uyy(x,y) = 0.
Ec. del calor u(t, x) —uy(t,x) =0.

Ec. de ondas U (t,x) —u e (t,x) = 0.



-
En este recorrido por las EDP nos limitaremos a estudiar la resolucion numéric;%?
de las de segundo orden con dos variables independientes, con esta forma

Auyy + Buyy, +Cuyy + F (ux, Uy, U, X, y) = 0.

Esta ecuacién, en un punto dado (x, y), puede ser:

Parabdlica si B?>—4AC = 0.
Hiperbélica si B> —4AC > 0.
Eliptica si B>?—4AC < 0.

La diferencia practica de estos tipos de ecuaciones es que las parabdlicas e
hiperbdlicas estan definidas en un intervalo o regién abierto. Para resolverlas se
imponen condiciones de contorno a una variable —en general al tiempo— en la
frontera de uno de sus extremos y se parte de él.

Las elipticas tienen condiciones de contorno en toda la frontera de esa region.
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Resolucion de ecuaciones parabodlicas

La ecuacion del calor general
M[ — Duxx

representa la temperatura, x, mediada a lo largo de una barra homogénea
unidimensional. Modeliza como se propaga el calor de una zona de alta
temperatura a las demas de un dominio.

Sus variables independientes son x vy ¢.

La constante D > 0 se denomina coeficiente de difusién y representa la
difusividad térmica del material de la barra.
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La ecuacidn tiene infinitas soluciones por lo que se necesitan condiciones
adicionales para definir una particular.

En un intervalo finito, el problema formulado en toda su dimensién es este:

U, = Du, paratodo a <x <b,t>0
u(x,0) = f(x) paratodo a <x<bh
u(a,t) =1(t) para todo t >0

u(b,t) =r(t) para todo ¢ > 0.

o La funcién f(x) define la distribucién de temperaturas en la barra al
comienzo del tiempo de estudio en el intervalo [a, b].

e [(t)yr(t), parat >0, |la temperatura en los extremos de la barra.

« La constante D esla que gobierna la velocidad de transferencia del calor.
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Resoluciéon por diferencias adelantadas ot

Se basa en discretizar la EDP en [0, T'] generando una malla de las variables

independientes y considerando sélo los nudos de la misma.

Los puntos sélidos son conocidos: definen las condiciones iniciales y de
contorno; los puntos huecos los que calculara el procedimiento.

El problema continuo se convierte asi en uno discreto con un nimero finito de

ecuaciones lineales, o no lineales.
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Sea u(x;,1;) la solucién exacta en (x;,7;) y w;; la aproximada. Denominemos
como M y N el nimero total de intervalos o pasos en x y en .

Seanh = (b—a)/M yk = T/N los tamafios de paso en las direcciones x y ¢.

La aproximacion de segunda derivada centrada respecto de x es
1
Upr(X,1) & hz(u(x—l—h t) —2u(x,t) +u(x —h, t))

con un error (9( uxxxx(cl,t)/IZ) donde x —h < ¢y < x + h.

La primera derivada adelantada respecto de ¢ es

u(x,t) & %(u(x,t + k) — u(x,t)),

con un error O(ku;(x,c2)/2), donde t < ¢, <t + h.



-
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion del calor en el punto (x;,1;),

queda
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D 1
i (Wit1; — 2wy + wi—1;) ~ (Wi 41 — wij),

k
con un error de truncamiento local dado por O(k) + O(h?).

Despejando w; ;41 tenemos la férmula de recurrencia en el tiempo:

Dk
(Wi — 2wy + wioy)

Wi j+1 = Wi +
= OWjy1,j T (1— ZU)wij +ow;—1j,

donde 0 = Dk/ h?.

En la figura se ven los puntos de la malla que intervienen en esta expresion.




Las condiciones de contorno y las iniciales dan valores a w;p,i =0,..., My
Wo; Y wMj,j = O,.

.., N.

S,
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En forma matricial, los valores de w; j 1 en el tiempo 7, se determinan
mediante la féormula w; 1 = Aw; +5;, 0

Wi, j+1

Wi, j+1

1 -20
O
0

0

o
1—20

o

0
o

1—20"-.

0

0

o
ol—20

La matriz A es m xm, dondem = N — 1.

w(),j

W41,

El vector s; indica las condiciones en la frontera (contorno) que se imponen al
problema: las temperaturas en los extremos de la barra.

Lo expuesto es un procedimiento explicito dado que se determinan nuevos

valores a partir de los previos inmediatos en el tiempo.
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Si elaboramos un script de Matlab con este algoritmo para D =1, la

funcién f(x) = sen’*(27x) y las condiciones iniciales u(0,7) = u(1,¢) = 0

para todo 7, nos puede salir algo parecido a esto:

function w=heatfd(xl,xr,yb,yt,M,N)

% Ecuacidén del calor por diferencias avanzadas

%  Entrada: [x1,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
f=0(x)sin(2*pi*x)."2;

1=0(t)0*t;

r=0(t)0*t;

D=1;

h=(xr-x1)/M; k=(yt-yb)/N; m=M-1; n=N;

sigma=D*k/h/h;
a=diag(1-2+sigma*ones(m,1))+diag(sigma*ones(m-1,1),1);
a=at+diag(sigmaxones(m-1,1),-1);

1side=1(yb+(0:n)*k); rside=r(yb+(0:n)*k);
w(:,1)=f(x1+(1:m)*h)’;

for j=1:n

w(:,j+1)=a*w(:,j)+sigma*[1side(j); zeros(m-2,1); rside(j)];

end

w=[1lside; w; rside];

x=(0:m+1)*h; t=(0:n)*k;

mesh(x,t,w’)

view(60,30) ;axis([x1l xr yb yt -1 1]1)
end
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Los dos graficos ilustran la aproximacién por diferencias adelantadas de la
ecuacién del calor para 7 = 0,1 y dos valores &k = 0,004 y k£ > 0,005, es decir
>>w=heatfd(0,1,0,1,10,250) y >>w=heatfd(0,1,0,1,10,193). En este
Gltimo caso el método es inestable como se observa.

Se puede probar que el método es estable si, para D > 0, li—f < %
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Resoluciéon por diferencias atrasadas

La forma de trabajar anterior se puede mejorar en ciertos casos usando la
alternativa implicita: aproximacién de las derivadas mediante diferencias
atrasadas (recordemos Euler hacia atras):

1 k
u, = %(u(x,t) —u(x,t — k)) + Eu,,(x,co),

donde t — k < ¢y <t para aproximar u;.

La ecuacién del calor en el punto (x;, ;) resulta

1 D
%(wij —wy 1) = ﬁ(wi-i—l,j —2w;; + wi_1),

con un error de truncamiento local O(k) + O(h?).



El sistema de ecuaciones similar al anterior quedaria

1 +20 —0o
-0 1+ 20
0 —0
0

El programa anterior:

0O --- 0 -

—0

c. c. —0
0O —o0l1+420_

function w=heatbd(xl,xr,yb,yt,M,N)

% Ecuacidén del calor por diferencias avanzadas

%  Entrada: [x1l,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
£=0(x)sin(2*pi*x).~2;

1=0(t)0*t;

r=0(t)0*t;

D=1;

h=(xr-x1)/M; k=(yt-yb)/N; m=M-1; n=N;

sigma=D*k/h/h;
a=diag(1+2*sigmaxones(m,1))+diag(-sigma*ones(m-1,1),1);
a=a+diag(-sigma*ones(m-1,1),-1);

1side=1(yb+(0:n)*k); rside=r(yb+(0:n)*k);
w(:,1)=Ff(x1+(1:m)*h)’;

for j=1:n

w(:,j+1)=a\(w(:,j)+sigma*[1side(j); zeros(m-2,1); rside(j)1);

end

w=[1lside; w; rsidel;

x=(0:m+1)*h; t=(0:n)*k;

mesh(x,t,w?)

view(60,30) ;axis([x1 xr yb yt -1 11)
end

Wi, Wi, j-1 Wo, j
1+20 -. 0 = s + o :
Winj W, j—1 W41,

17/61
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Resolviendo con este programa el problema anterior con

>>w=heatbd(0,1,0,1,1

0,10) se llega a la solucién de la grafica que sigue.

Obsérvese que el k que se utiliza ahora es 0,1 en vez del anterior 0,004.

El método es estable para

cualesquiera h'y k, con D > 0.
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El método Crank—Nicolson

Este método —formulado en 1947 por John Crank, Reino Unido, 1916-2006, y
Phyllis Nicolson, Reino Unido, 1917-1968— es una combinacién de los dos
anteriores, explicito e implicito, con un error O(h?) + O(k?).

Usa la diferencia atrasada para la derivada respecto del tiempo y una
combinacién ponderada uniformemente de derivada atrasada y adelantada para
el resto de la ecuacion. En concreto, reemplaza u; por la formula de la

diferencia atrasada |

;(wzj — wj,j-1)

y U, por la diferencia mixta

1 (Wi, —2wij+wi_1,; +l Wi41,j—1—2W; j—1+Wi—1 j—1
2 h? 2 h? )
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Haciendo otra vez 0 = Dk /h?, la ecuacién del calor se puede reordenar asi
2w —2w; jo1 = U[wi—i—l,j — 2w + Wi + Wit j—1 —2wW; j—1 + wi—l,j—l],

o bien
—ow;—1; + 2+ 20)w;; —owi1; =owi—1 -1+ (2—20)w; ;1 + oWt -1,

lo que lleva a la grafica de nudos afectados de esta figura.

—O0—O0—0— j+1

*—o—¢ Jj

i-1 1 i+1
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Siw; = [wyj,..., wy,,]", el método de Crank-Nicolson en forma matricial es

Aw; =Bw;_+o (sj_l +sj),

donde
2 4+ 20 —0 0 0
—0 2+ 20 —0 . :
A= 0 ¢ 2420 - 0 ,
. . . L,
| 0 0 —0 2+ 20_]
N
2 — 20 o 0 0
o 2—-20 o
B = 0 o 2-20 0
.- .-. O'
| 0 0 o 2-—20_]

El vector s; = [wy;,0, ..., wm—l—l,j]T



El programa de Matlab que implementa

function w=Crank_Nicolson(xl,xr,yb,yt,M,N)
% Ecuacidén del calor por Crank-Nicolson
%  Entrada: [x1l,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
£=0(x)sin(2*pi*x)."2;

1=0(t)0*t;

r=0(t)0*t;

D=1;

h=(xr-x1)/M; k=(yt-yb)/N; m=M-1; n=N; close all
sigma=D*k/h/h;
a=diag(2+2*sigma*ones(m,1))+diag(-sigma*ones(m-1,1),1);
a=at+diag(-sigma*ones(m-1,1),-1);
b=diag(2-2*sigma*ones(m,1))+diag(sigma*ones(m-1,1),1);
b=b+diag(sigma*ones(m-1,1),-1);

1side=1(yb+(0:n)*k); rside=r(yb+(0:n)*k);
w(:,1)=f(x1+(1:m)*h)’;

for j=1:n

sides=[1lside(j)+lside(j+1); zeros(m-2,1); rside(j)+rside(j+1)];
w(:,j+1)=a\(b*w(:,j)+sigma*sides);

end

w=[1lside; w; rside];

x=(0:m+1)*h; t=(0:n)*k;

mesh(x,t,w’)

view(60,30) ;axis([x1 xr yb yt -1 11)

end

el método es éste:

El resultado de
>>w=Crank_Nicolson(0,1,0,1,10,10):

0.5

-0.5

T o
El método es estable para cualesquiera 7 > 0y k > 0,
con D > 0.

22/61
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Resolucién de ecuaciones hiperbdlicas

La ecuacion de onda, con velocidad de onda ¢, es

2
Ut = C Uxx
paraa < x < byt > 0. Representa la evolucion en el tiempo de una onda
—desde las ondas magnéticas en la atmdsfera del Sol hasta como oscila la
cuerda de un violin— propagandose en la direccion x en un medio dado.

Para especificar su evolucién en el tiempo es necesario conocer la forma inicial
de la onda y su velocidad inicial en cada punto.

La funcion u(x, y) representa, por ejemplo, la amplitud de la vibracién de la
cuerda del violin o, para una onda viajando en el aire, la presion local del aire.



Formulada en su totalidad para especificar una solucién concreta seria: -
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Uy = CoUyy paratodo a <x <b, t >0

u(x,0) = f(x) paratodo a <x<b»>

u;(x,0) = g(x) paratodo a <x <b>

u(a,t) =1(t) para todo t >0

u(b,t) =r(t) para todo ¢ > 0.

Para resolverlo se puede aplicar diferencias adelantadas a partir de esta malla:

Los puntos son (x;,7;), donde x; =a +ihyt; = jk, con pasos hy k.
La aproximacion a la solucién u(x;,7;) se representa mediante w;; .



@
Para discretizar la ecuacién de onda u;; = c?u., las segundas derivadas se 13
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reemplazan por sus aproximaciones por diferencias centradas en las direcciones ¢
y X, es decir

Wij41 = 2Wij + Wij1  pWiz1j = 2Wij + Wip1j _ o
k2 h2 o

Haciendo o = ck/ h, la explicitacion de la soluciéon para el siguiente paso en el
: 2
tiempo es w; j 41 = (2 — 202)wl-j + O'2w,'_1,j +0 Wi+1,j — Wi j—1-

Se necesita la aproximacion en dos pasos anteriores, j — 1y j; para el primero
en el tiempo se utiliza la aproximacion de la derivada con la férmula centrada

Wi j+1— Wi j-1
2k

en la que sustituyendo el primer paso en el tiempo (x;, 1)

Uy (;xji ’ lj ) ~

i1 — Wi —1

2k ’

w
g(xi)=u,(x;, 1) ~

o w; 1~ w1 — 2kg(x;).
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Sustituyendo esta altima expresion en la férmula del siguiente paso en el tiempo
para j = O resulta que

2
Wil = (1 — Uz)wio + kg(xi) + %(wi—l,o + wi+1,0),

que es donde entra la informacién de la velocidad inicial g(x).

Escribiendo el método en forma matricial,

2 —20% o7 0 0 7
o> 2-20> o7
A= 0 o> 2-20° 0
S
0 0 o? 2—202_
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La ecuacién de inicio es

Woo
Wiy Wi g(xy) 0
1 . )
: =54 : +k : + 30 :
Wil Wino g(xm) 0
| Wim+1,0_

Las de los subsiguientes pasos, contando con las condiciones de partida,

()
W1, +1 wy; Wi,j-1 0
Wi, j+1 Winj W, j—1 0

| ()
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En Matlab y la solucién de la ecuacion de onda para f(x) = sen(mrx), con
c=2yg(x)=1I0(x)=r(x)=0 son estos:

function w=wavefd(xl,xr,yb,yt,M,N)

% Ecuacioén de onda por diferencias avanzadas

%  Entrada: [x1,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
£=0(x) sin(pi*x); g=0(x) O*x; 1=0(t) O*t; r=0(t) O*t;
c=2; close all

h=(xr-x1)/M; k=(yt-yb)/N; m=M-1; n=N;

sigma=c*k/h;
a=diag(2-2*sigma~2+*ones(m,1))+diag(sigma~2*ones(m-1,1),1);
a=at+diag(sigma~2*ones(m-1,1),-1); % Matriz A
1side=1(yb+(0:n)*k); rside=r(yb+(0:n)*k);

w(:,1)=0.5%a*xf (x1+(1:m)*h) > +k*g(x1l+(1:m)*h)’; % Cond. iniciales

w(:,2)=axw(:,1)-w(:,1)+sigma~2*[1side(1); zeros(m-2,1); rside(1)];
for j=2:n
w(:,j+l)=axw(:,j)-w(:,j-1)+sigma~2*[1side(j) ;zeros(m-2,1) ;rside(j)];
end
w=[1lside; w; rsidel;

x=(0:m+1)*h; t=(0:n)x*k;

mesh(x,t,w’);

view(60,30); axis([x1l xr yb yt -1 11)
end

% + cond. contorno

% Plot 3-D

El resultado de
>> w=wavefd(0,1,0,1,20,40);:

0.2

1 0 0.1
El método es inestable cuando el paso en el tiempo k
es grande con respecto al del espacio /. Es estable si
c>0yo=ck/h<1.



Por ejemplo, con >> w=wavefd(0,1,0,1,20,35); ocurre esto. 20/61

(R

0.5

0

A la cantidad ck/h se le conoce com el namero o condicion CFL, formulado en
1928 por los alemanes Richard Courant, 1888-1972, Kurt Friedrichs, 1901-1982
y Hans Lewy 1904-1988.
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Resolucién de ecuaciones elipticas

Las ecuaciones elipticas modelizan estados estacionarios: la distribucion de
temperaturas en una region delimitada por fuentes de calor a determinadas
temperaturas, potenciales electrostaticos, gravitatorios, etc.

Si se tiene una funcién u(x, y) que admite derivadas de segundo orden
continuas, se define el operador Laplaciana de u como

Au=V-Vu=Vu=u, + Uyy.

Pierre-Simon Laplace, Francia, 1749-1827.
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Para una funcién continua f(x,y), la EDP

Siméon Denis Poisson, Francia, 1781-1840.

La ecuacién de Poisson con f(x, y) = 0 se denomina Ecuacion de Laplace.
Una solucién de ésta es una funcién armoénica.

La ecuaciones de Laplace y Poisson estan presentes por doquier en la fisica
clasica pues sus soluciones representan la energia potencial.
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Un campo eléctrico E es el gradiente de un potencial electrostatico u, es decirsze
E = —Vu.

El gradiente del campo esta relacionado con la densidad de carga, p, por la
ecuacién de Maxwell

vE ="

€
donde ¢ es la permisividad eléctrica. En conjunto,
€

ecuacion de Poisson del potencial u. En el caso de que la carga sea cero, el
potencial satisface la ecuacién de Laplace Au = 0.

James Clerk Maxwell, Reino Unido, 1831-1879
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Método de las diferencias finitas

Para estudiarlo resolveremos la ecuacion de Poisson Au = f en el rectangulo
[x7, x,] X [yp, y;] de un plano, con las condiciones de

u(x, yp) = g1(x)
u(x, y) = ga2(x)
u(xr, y) = g3(y)
u(xr,y) = g4(y).

Johann Peter Gustav Lejeune

contorno de Dirichlet: Dirichlet, Alemania, 1805-1859.

w w w w
y o In ~ 2n ~ 3n ~ ~ ~ ~ ~ mn
t © 7 7 7 7 N7 N7 N7 Q

® o o Y oD o a a D

D N7 N7 N7 & N7 N7 N7 q

® o o o o a a a D

D N7 N7 N7 N7 N7 N7 N7 q

® o o o o a a a D

D N7 N7 N7 N7 N7 N7 N7 q

w w w w

® 12 4722 732 o o a a D m2

D N7 N7 N7 N7 N7 N7 N7 q

w w w w
y o 1121 431 4 Y o o o a_ml X
b < < < < O O O O

X X

-

con M = m — 1 intervalos en la direccién horizontal y N = n — 1 en vertical.
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Mediante diferencias finitas centradas, la ecuacién de Poisson Au = f tiene la

forma - ,
h )y | 0 (32) 4

U 2uben Uyt L O k2) = f(x, ),

donde i = (x, —x;)/M y k = (y: — y»)/N.

En términos de la solucién aproximada w;; ~ u(x;, y;), puede escribirse

Wwi—1,j —2W;jj +Wj 41 j Wi j—1—2W; j+wi j41
72 + 2 - f(xiv y])

dondex; =x;+(@—Dhyy, =y+(—Dk,paral <i <myl <j <n.

|Las ecuaciones en los w;:; son lineales por lo para determinarlos hay que
ij
construir un sistema de mn incégnitas con una matriz A"
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Cada nudo de la malla tendra su correspondiente ecuacion lineal, incluidas los
que representan las condiciones de contorno.

Para establecer adecuadamente el sistema de ecuaciones hay volver a etiquetar
los nudos de forma que se evite la confusidn de los dobles subindices. Se adopta
el esquema que sigue, en el que Vi (j—1)m = W;;.

v
y ® o o o Q mn
t D \vy A \vy A \vy Ay \vy AV
® iy a o a Pary a o D
D AV \v \v \v \v \v \v \v
® any a any a any a any %))
D AV AV \v> AV \v>y AV \v> \v
® any a any a any a any )
D Ay Ay \vy Ay \vy Ay \vy AV
1% 1% 1% 1%
(\n1+1r\’n+2r\n1+3r\ Pany any a any %)) 2m
D P AV P AV \v>y AV P \v
1% Vv 1% 1%
y o 1 N2 A3 A Pary o ary o M m
b \w \w \w \w \w X



36/61

Para construir el sistema Av = b, para un nudo (7, j) de la malla cuya
ecuacién es la p, los coeficientes A4,, para varios g son estos:

‘ by ‘ y H Ecuacién nimero p ‘
’ i ‘ J H i+ ((—Dm ‘
‘ X ‘ y H Coeficiente namero ¢ ‘
i J i+ —1m
i+1 J i+14+ (G —1Dm

i—1 Jj i—1+( —1Dm
i JH+1|i+jm
i J=1]i+({—2)m

De acuerdo con ella, en la ecuacién p, los coeficientes ¢, en la fila 4,, de A son

AL L - 2 _ 2
i+(j—Dmi+(j—-1)m — 2 %2
_ 1
Air(G-Omit1+G—Dm = 2
1
Ai v (j—Dmi-1+(G—-lm = 73
1
Ai—I—(j—l)m,i—l—jm - 2
AL L — 1
i+(j—Dm,i+(j-2)m — 2"

El término de la derecha del nudo (7, j) es biy(j—1ym = f(xi. y)).
Sélo quedarian las condiciones de contorno.



En Matlab, estructurar todo para resolver la ecuacion de Poisson con
m =n =5 en el rectangulo [0, 1] x [1, 2] y con las condiciones de Dirichlet

lleva a esto:

u(x,1) = In(x>+1)
u(x,2) = In(x>+4)
u(0,y) = 2Iny

u(l,y) = In(y*>+ 1))

function w=Poisson(xl,xr,yb,yt,M,N)
% Ecuacidén de Poisson por diferencias finitas
%  Entrada: [x1l,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
f=0(x,y) 0; gl=0(x) log(x."2+1); g2=0(x) log(x."2+4);
g3=0(y) 2xlog(y); g4=0(y) log(y.~2+1);
m=M+1; n=N+1; mn=m*n; close all
h=(xr-x1)/M; h2=h"2; k=(yt-yb)/N; k2=k"2;
x=x1+(0:M) *h; y=yb+(0:N)x*k;
A=zeros(mn,mn); b=zeros(mn,1);
for i=2:m-1
for j=2:n-1
A(i+(j-1)*m,i-1+(j-1)*m)=1/h2; A(i+(j-1)*m,i+1+(j-1)*m)=1/h2;
A(i+(j-1)*m,i+(j-1)*m)=-2/h2-2/k2;
A(i+(j-1)*m,i+(j-2)*m)=1/k2; A(i+(j-1)*m,i+j*m)=1/k2;
b(i+(j-1)*m)=f (x(1),y(§));
end
end
for i=1:m
J=1; AG+(G-D*m,i+(j-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=gl(x(i));
j=n; AGE+(G-D*m,i+(j-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=g2(x(i));
end
for j=2:n-1
i=1; AGE+(G-D*m,i+(j-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=g3(y(j));
i=m; AGE+(G-1)*m,i+(j-1)*m)=1; b(E+(G-1)*m)=g4(y(j));
end
v=A\b;
w=reshape(v(1:mn) ,m,n);
mesh(x,y,w’)
end

S,
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Si lo utilizamos con >> w=Poisson(0,1,1,2,4,4); para el problema
propuesto, se llega a la soluciéon de la grafica.




Para encontrar el potencial electrostatico en el rectangulo [0, 1] x [0, 1],
suponiendo que no hay carga en el interior y las siguientes condiciones de

contorno
u(x,0) = sen(mx)
u(x,1) = sen(mx)
u0.y) = 0
u(l,y) = 0

cambiando en el programa anterior las funciones de partida, haciendo
>> w=Poisson_1(0,1,0,1,10,10); queda

39/61
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Método de los elementos finitos, FEM

Los FEM para resolver ecuaciones diferenciales requieren estas etapas:
|. Reformulacién del problema en forma débil o variacional.

I1. Division del dominio de variables independientes en subdominios, Ilamados
elementos finitos, asociados a un espacio vectorial de dimensién finita.

I11. Obtencién de la proyeccion del problema original sobre el espacio de
elementos finitos, lo que lo convierte en un sistema de ecuaciones lineales

de grandes dimensiones que se resuelve.
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Los pasos anteriores permiten convertir un problema de calculo en derivadas
parciales en un problema de algebra lineal.

i 1zacié Ini u uir u i

La discretizacién en elementos finitos ayuda a construir un algoritmo de
proyeccion sencillo, logrando ademas que la solucién por este método sea
generalmente exacta en un conjunto finito de puntos. Estos puntos coinciden

usualmente con los vértices de los elementos finitos o puntos destacados de los
mIismos.

Los elementos finitos tienen formas geométricas sencillas (triangulos,
rectangulos, tetraedros, prismas, etc.) que se unen entre si en unos puntos
llamados nodos. Dentro de cada elemento las variables dependientes se
interpolan a partir de sus valores en los nodos.



=
Seguiremos el principio de actuacién del método” de Galerkin aplicado a la @
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ecuacion eliptica con las condiciones de Dirichlet que siguen

Sy
Au(x,y) +r(x,y)u(x,y) = f(x,y) dentro de la regiéon o dominio R
u(x,y) = g(x,y) sobre la frontera o borde S

donde la solucién, u(x, y), se define sobre una regién R en un plano limitado
por una borde o frontera S, continua por tramos de Dirichlet y Neumann.

La idea es, a partir de un espacio vectorial de funciones integrables al cuadrado
en la region R, espacio de Lebesgue, que volvemos a definir como

L?(R)=!funciones ¢ (x, y) enR‘//qb(x, y)?dx dy existe y es finitay ,
R

minimizar el cuadrado del error de la ecuacion eliptica forzando a que el residuo

Au(x.y) + r(x.y)u(x.y) — f(x.y) sea ortogonal a un subespacio de L?(R).
>Por Boris Grigoryevich Galerkin, Rusia 1871-1945, aunque descubierto por Walther Ritz, Suiza, 1878-1909.
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Designaremos mediante L3(R) el subespacio de L?(R) de las funciones que son
cero en el borde o frontera S de la region R.

Si las funciones ¢1(x, y),d(x,y),...,¢p(x,y) son una base del subespacio
L*(R), la condicién de ortogonalidad tiene esta forma

//R (Au+ru— f)g,dxdy =0

//R(Au—l-ru)gbpdxdy://Rf(ppdxdy,

para cada 1 < p < P. A esta forma se le denomina forma débil de la ecuacién
eliptica.
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George Green, Reino Unido 1793-1841

La primera identidad de Green gﬁ %

dice que si R es una regidn, con frontera S continua a trozos, u y v funciones
continuas® y n el vector unitario normal hacia afuera a lo largo de la frontera,

//RvAu:/v—dS // Vi V.

La derivada direccional es = Vu - (nx,ny), donde (n,,n,) es el vector
unitario normal hacia afuera en la frontera S de R

La identidad de Green aplicada a la forma débil es  (fx(au+ru)s, dxdy = 1 19, dxay)

/gz’)pa dS — /] (Vu-Ve,) dxdy—l—// rug, dx dy / fo,dxdy. (1)

3La funcién v se denomina de prueba.
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La idea fundamental de los elementos finitos es aproximar u en la forma
débil por

P
w(x,y) =) vedg(x.y)
qg=1
y después determinar las constantes v,.

Supongamos para ello que ¢, pertenece a L3(R), es decir, ¢,(S) = 0. Con la
aproximacién por w(x, y) en el resultado de aplicar la identidad de Green (1),
para cada ¢, en L3(R),  (Jsooheds—lx (Vu: Vo, dxdy + g ruty dxdy=[lx fop dxd)

_//R (;qug) Ve, dx dy +//<qu¢q)¢pdxdy //qubpdxdy
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Factorizando las constantes v,  (~flx (Si=1 vaVés) - Vép dxdy +llxr (201 vada) ép dx dy =[5/ 6, dx dy)

P

qu(//Rchq-ngpdxdy—//Rrgchppdxdy) :—/ngz’)pdxdy,

q=1

que es una ecuacién lineal para cada ¢, en las incégnitas vy, ..., vp.

En forma matricial sera Av = b. Los coeficientes de la fila p de A y b son

apq:// V¢Q-V¢pdxdy—// régd, dx dy

R R

bp:—//f¢pdxdy
R




-,
i Qué funciones explicitas se pueden elegir para los elementos finitos ¢, 7 @
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Utilizaremos B-splines lineales* por tramos basadas en triangulos en un plano.
Aqui se ve una “triangularizacién” de la region R rectangular mallada M x N.

w w w w w w w
y C\ In ~\ 2n ~ 3n ~\ n P ~\ n /) mn y C 1n \ 2n n 3n n . n mn N\ mn
A% A\ Ay A\ Ay Ay A Ay Q P D D o v O y
® Pary Pary Pary Pary Fary Pary Fary ) q a Va Vi 4 9)
D AV Ay AV A\ Ay A Ay N P s P o 1 :/ny
® Pary Pary Pary Pary ary Pary Fary ) q Ya 4 4 9)
D AV Ay AV Ay A\ AV \v \v P U o v :/ny
® Pary Pary Pary Pary ary Pary Pary ) q a d 4 4 9)
D AV A\ AV Ay A\ AV Ay \v P 4 U o v o 7
w w
@ 12 A 22 A 32 A ary Pary Pary Pary %)) m?2 q Ya d Va 4 d D m2
D A\ Ay A Ay Ay A Ay \v U P U P v o 15
1 A1 A3 ml / / ml
ybo Pary ary Pary o Par Pary ar o ybCJ a & & @ & & o 5
X X X X
1 r 1 r

Esta triangularizacion (m = M +1,n = N + 1) da lugar a P = mn funciones
lineales for tramos, ¢,, cada una de las cuales toma el valor 1 en un punto de la
malla'y 0 en los mn — 1 restantes.

“Recordemos, las B-splines (basis splines) son curvas hechas con trozos polinémicos de grado p.
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Usando la numeracién introducida al presentar esta malla, las ¢1,..., ¢, se
determinan mediante la igualdad ¢4 (;j—1)m(x;.y;) =1y

Gi+(j—1ym(xir, yjr) = 0 para los demas puntos de la malla (x;/, y;/), si son
lineales en los triangulos.

Cada ¢,(x. y) es derivable, excepto en los bordes o aristas de los tridngulos, por
lo que son funciones de L?(R) integrables de Riemann.

Se cumple ademas para las aproximaciones que

m

n
w(xi,yj') - ZZUi+(j—1)m¢i+(j—1)n(xi,)’j) = Vit(j—-m>
i=1 j=I
parai =1,....m, j =1,...,,n. Es decir, en cada punto (x;, y;) la

aproximacion w de la solucién correcta u serd la que se obtenga al resolver

Av=0>.
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Para completar la exposicion del procedimiento FEM queda el célculo de los
coeficientes de la matriz A y del término independiente b.

Para ello, si definimos el baricentro de una regién del plano como el punto

(x,y) donde
[ x dx dy _:ffRydxdy
([ 1dxdy’ Y [ ldxdy

Si R es un triangulo de vértices (x1, y1), (X2, ¥2) y (x3, y3) su baricentro es

X =

X1+ X2+ X3 yi+y2+ Y3

A T A

Tendremos en cuenta que el valor medio de una funcién lineal L(x, y) en una
region plana R es L(x, y), el valor en el baricentro. En otras palabras,

ffR L(x,y)dxdy = L(x,y) - drea(R).
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El desarrollo en serie de Taylor de una funcién de dos variables dice que

fOey) = fED+EEHE -0+ EEHO-)
+0((x =32 (x = D)y — 7). (v = 7)?)

= L(x,y) +O((x = %)% (x =)y = 7). (v = )°).

En consecuencia,5

, dx dy= L(x, dx dy + O _—2’ = — ). __zdd
//Rf(x y)dxdy //R (x,y)dxdy //R (x =02 (x =B — ). (v — 7)) dx dy
=drea(R) - L(x,y) + O(h*) = drea(R) - f(X,y) + O(h*),

donde /1 es el diametro de R, la distancia mas grande entre dos puntos de R.

Por otro lado, si ¢ (x, y) es una funcién lineal en el triangulo T de vértices
(x1, y1), (X2, y2) y (3. y3), que cumple que ¢(x1, y1) =1, ¢(x2,y2) =0y
¢ (x3,y3) = 0, entonces ¢(x,y) = 1/3.

Regla del punto medio en dos dimensiones.



@
Si ¢1(x, )y ¢>(x,y) son dos funciones lineales en ese mismo triangulo, que 5
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cumplen que ¢1(x1, y1) = 1, ¢1(x2,y2) =0, ¢1(x3,y3) = 0, pa(x1, y1) =0,
h2(x2,12) = 1y ¢r(x3,y3) =0y f(x,y) es una funcién continua y derivable

dos veces, con
1 1 1
d = det |:X1 X2 X3j|
yi Y2 )3

a) el triangulo T tiene un area igual a |d|/2

by Vi (x.y) = (272, 272)

— 2 _ 2
¢) // V¢ - Vo dxdy = (X2 —x3)" + (y2 — 3)
r 2|d|

entonces

_ —(x1 = x3)(x2 = x3) = (y1 — y3) (2 — y3)
d) //TV¢1-V¢2dxdy— 21|

) //T Féidadxdy = f(&. 5)|d|/18 + O(h*) = //T F¢? dx dy

£) //T férdxdy = £(5. 9)Id|/6 + Oh"),

donde (x, y) es el baricentro de T'y h = diame(T).



Para obtener A, consideremos el (x;, y;) en el interior en esta figura hexagonaﬁ%‘

que no esta en la frontera S del rectangulo mallado considerado. Esta rodeado
de seis triangulos. La funcion B-spline ¢; 4 (1) es lineal y toma el valor 1 en el
centro y O fuera de esos triangulos.

Como p =¢qg =1+ (j —1)m el coeficiente A; (;—1)m.i+(j—1)m €sta compuesto
de dos integrales, que son cero fuera de esos seis tridngulos.

Los 6 triangulos tienen lados horizontales /1 y verticales k. La primera integral,

/’12+k2 ]’12+k2 . 2(h2+k2)
desde el triangulo 1 al 6, es £ 4 oy Wbkt 2y ey ik 22 ) Los
By _( ?h s Vi — k)
BZ_(xl_ilh y,—%l )
baricentros de los seis triangulos son 5 Z{ 71 1))
Bs = (x; +1h,y ,+%k)
Bo=(x; — Lh,y; + 1k).



La segunda integral es &3

—(hk/18) [r(B1) + r(B2) + r(B3) + r(Bs) + r(Bs) + r(Bs)]

por lo que sumando las dos se tiene que

2(2+k2)
Ai+(j—1)m,i+(j—1)m = —5  — 1gr(B1) + r(B2) +r(B3) + r(Bs) + r(Bs) + r(Be)].
De la misma forma,
Ait(j—mi-i+Gi—ym = —5 — %[r(Be) + r(B))]

[r(B1) + r(By)]
—8[”(32) + r(B3)]
T5lr(Bs) +r(By)]

[r(B4) + r(Bs)]

[’”(Bs) + r(Bo) ]|

Air(j—Dmi-1+G—2m =

Aiy(G-Dmi+r(j-2m =

Air(-DOmit1+(—Dm =

Air(j-Dmiti+jm =

blw‘ »—‘|k‘ E‘IW‘ (\w‘lb‘ »—t|®‘ =

Ai+(j—1)m,i+jm -



54/61

Para calcular los coeficientes de b se procede de forma similar resultando que,
para p =1 + (j — 1)m,

hk
< L/ (B) + f(B2) + f(B3) + f(Ba) + f(Bs) + [ (Bo)]

bi—l—(j—l)m - -

Para los elementos finitos en la frontera, ¢ (;_1)» no pertenece a L3(R) por lo

que se usan A; 4 (j—tymit(j—tym = 1y bit(j—1ym = g(x;. y;) para garantizar la
condicién de Dirichlet v; i (;j—1y» = g(x;.y;) en el punto frontera (x;, y;).
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En Matlab para la ecuacién de Poisson se consigue esto:

function w=Poisson_FEM_1(x1,xr,yb,yt,M,N)
% Ecuacién de Poisson por Elementos Finitos
% Entrada: [xl,xr], tiempol[yb,yt], pasos M, tiempos N
f=0(x,y) 0; r=0(x,y) 0; gl=0(x) log(x.~2+1); g2=0(x) log(x."2+4); g3=0@(y) 2*log(y); g4=@(y) log(y."2+1);
m=M+1; n=N+1; mn=m*n; close all
h=(xr-x1)/M; h2=h~2; k=(yt-yb)/N; k2=k"2; hk=h*k;
x=x1+(0:M) *¥h; y=yb+(0:N)*k; % valores para la mesh
A=zeros(mn,mn) ; b=zeros(mn,1);
for i=2:m-1 % puntos del interior
for j=2:n-1
rsum=r (x(i)-2xh/3,y(j)-k/3)+r(x(i)-h/3,y(j)-2*%k/3)+r (x (i) +h/3,y(j)-k/3);
rsum=rsum+r (x (1) +2*h/3,y(j)+k/3)+r (x(i)+h/3,y (j)+2*k/3) +r(x(i)-h/3,y(§)+k/3);
AQGi+(j-1)*m,i+(j-1)*m)=2%(h2+k2) / (hk) -hk*rsum/18;
A(i+(j-1)#m,i-1+(j-1)*m)=-k/h-hk* (r (x(i)-h/3,y(j)+k/3)+r (x(i)-2*h/3,y(j)-k/3))/18;
AGi+(§-1)*m,i-1+(§-2) *m)=-hk+ (r (x (i) -2%h/3,7(§) -k/3)+r (x (i) -h/3,y(§) -2%k/3) ) /18;
Ai+(j-1)*m,i+(j-2)*m)=-k/h-hk*(r(x(i)-h/3,y(j)-2*k/3)+r(x(i)+h/3,y(j)-k/3))/18;
A(i+(j-1)*m,i+1+(j-1)*m)=-k/h-hk*(r (x(1)+h/3,y(j) -k/3) +r (x (1) +2*h/3,y(j)+k/3))/18;
A(i+(j-1)*m,i+1+j*m)=-hk*(r (x(1)+2%h/3,y(j)+k/3)+r(x(i)+h/3,y(j)+2*k/3))/18;
A(i+(j-1)*m,i+j*m)=-k/h-hk*(r(x(i)+h/3,y(j)+2xk/3)+r(x(i)-h/3,y(j)+k/3))/18;
fsum=f (x(i)-2*%h/3,y(j)-k/3)+f (x(i)-h/3,y(j)-2%k/3) +f (x (i) +h/3,y(j)-k/3);
fsum=fsum+f (x (1) +2%h/3,y(j)+k/3)+£ (x(1)+h/3,y (§)+2xk/3) +£ (x (1) -h/3,y(j) +k/3) ;
b(i+(j-1)*m)=-hxk*fsum/6;
end
end
for i=1:m
j=1; AG+(G-1)*m,i+(j-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=gl(x(i));
j=n; AG+(G-1)*m,i+(j-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=g2(x(i));
end
for j=2:n-1
i=1; AGE+(G-1)*m,i+(-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=g3(y(j));
i=m; AGE+(j-1)*m,i+(-1)*m)=1; b(i+(j-1)*m)=g4(y(j));
end
v=A\b;
w=reshape (v(1:mn),m,n);
mesh(x,y,w’)
end
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Si lo utilizamos con >> w=Poisson_FEM_1(0,1,1,2,4,4); se llega a 50/61
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Resolucion de EDP no lineales
Utilizaremos la estrategia del método de las diferencias atrasadas.

La aplicaremos a una tipica ecuacién no lineal en derivadas parciales,
Uy +uu, = Duyy,

' Johannes Martinus Burgers, Paises Bajos,

conocida como ecuacién de Burgers. 1805. 1081

Esta presente en mecénica de fluidos, flujo de trafico, aclstica, etc.
Si D > 0, modeliza fluidos viscosos; si D = 0, fluidos inviscidos o sin
viscosidad.
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Utilizaremos una discretizacién como la de la ecuacién del calor.

Los puntos sélidos son los que definen las condiciones iniciales y de contorno
(conocidos); los huecos, los que calculara el método.

Si wj; es la aproximacion de la solucién en (x;,1;), aplicando diferencias
atrasadas a u; y centradas en los otros términos de u; + uu, = Du,, se tiene que

Wij —Wi,j—1 (P Ty Dy . o
k + Wi; ( 2h ) K2 (wz—i-l,] 2le + wl—l,J)'
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Reordenando,

h —
Wi + 25Wij (Wit — Wie1,7) — 0 (Wi — 2wy + wi1;) — wij =0,

donde 0 = Dk/ h?.
Al ser una ecuacién no lineal en w, se resolvera por Newton-Raphson.

Si se hace z; = w;j, en la etapa de tiempo j se trata de resolver la ecuaciones
en las variables zy, ..., z,

Fi(zi,....zm) = z; + %Zi (Zi+1 - Zi—l) - U(Zi+1 —2z; + Zi—l) —w; j—1 =0,

parai = 1,....m. El término w; j_; se conoce de |a etapa anterior.



-,
La primera y la Gltima de estas ecuaciones se reemplazan por las condiciones d%f
contorno apropiadas. Asi, para el caso de la ecuacion de Burgers con

condiciones de Dirichlet

U; +uu, = Duy,

u(x,0) = f(x) para x; < x < x,
u(x;,t) =1I(t) paratodot >0
u(x,,t) = r(t) paratodot >0,

Fl(Zl,...,Zm) = ] —l(lj) =0

Ias ecuaciones l "l son
y Fu(zi... . Zm) = Zm—r(1;) = 0.

Para aplicar Newton-Raphson la Jacobiana del sistema, J(z) = %, es

1 0 T

—o— 52 1420+ K0 o4 B2

—o %z 1+2‘7+W —o+Kz

J(z)=

o _kZ —1 k(zm—zm—2) o kzZm—1
o — == 1420+ =502 —o+ ==

0 1

La formula de recurrencia  zii1 =z — J(zx) ' F (zy) I
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. . u(x,O):MparaOfxﬁl
Ejemplo Resolvamos la ecuacién de Burgers a+B cos(rx)

u(0,t) = 0 paratodor >0
u(l,t) = 0 para todo t > 0.

function w=Burgers(xl,xr,tb,te,M,N)
% Ecuacion de Burges; diferencias atrasadas;
alfa=5; beta=4; D=0.05;
£=0(x) 2xD*betaxpi*sin(pi*x)./(alfa+beta*cos(pi*x));
1=e(t) O0*t; r=Q(t) O*t;
m=M+1; n=N; close all
h=(xr-x1)/M; k=(te-tb)/N; sigma=Dxk/h/h;
w(:,1)=f(x1+(0:M)*h)’; wil=w;
for j=1:n
for it=1:4
L DFi=diag(1+2*sigma*ones(m,1))+diag(-sigma*ones(m-1,1),1);
El cédigo que lo hace es: DF1-DF1+diag(_signasones (n-1,1),-1);

DF2=diag([0;k*w1(2:m-1)/(2%h)],1)-diag([k*w1(2:m-1)/(2%h);0],-1);
DF=DF1+DF2;

F=-w(:,j)+(DF1+DF2/2)*w1;
DF(1,:)=[1 zeros(1,m-1)1; DF(m,:)=[zeros(1,m-1) 1];
F(D)=w1(1)-1(j); Fm=wi(m)-r(j);

In [x1,xr], tiempol[tb,te]l, M, N

wl=wl-DF\F; % Newton-Raphson
end
w(:,j+1)=wl;
end
x=x1+(0:M)*h; t=tb+(0:n)*k; mesh(x,t,w’)

end

Con >> w=Burgers(0,1,0,2,250,250); Sse obtiene :




